
XXXVIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâÒåïåðü íåòðóäíî çàâåðøèòü óòâåðæäåíèå çàäà÷è. Ïîêàæåì,÷òî òî÷êè, ñèììåòðè÷íûå òî÷êàì O′, A è E îòíîñèòåëüíî ïðÿ-ìûõ ℓ1, ℓ2, ℓ3 ñîîòâåòñòâåííî (à ýòî è åñòü òî÷êè O, I, F ) ëåæàòíà îäíîé ïðÿìîé. Ïóñòü ïðÿìûå OI è AO′ ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷-êå X. Ïóñòü F ′ � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ EF è OI. Íàêîíåö,ïóñòü S1 è S3� ñåðåäèíû îòðåçêîâ OO′ è F ′E ñîîòâåòñòâåííî(ñì. ðèñ. 6). Òðåóãîëüíèêè XOO′, XIA è XF ′E ãîìîòåòè÷íû,ïîýòîìó èõ ìåäèàíû XS1, XA2, XS3 ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé,è èç ïîäîáèÿ ïîëó÷àåì S1A2

A2S3
= O′A

AE = A2A
A2A3

. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
A3S3 ‖ AS1. Çíà÷èò, S3 ëåæèò íà ïðÿìîé ℓ3, îòêóäà F ′ = F , ÷òîè òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.Çàìå÷àíèå. Â ïîñëåäíåé ÷àñòè ðåøåíèÿ, ïî ñóòè, äîêàçàíñëåäóþùèé �àêò. Ïóñòü òî÷êà X äâèæåòñÿ ïî íåêîòîðîé ïðÿ-ìîé m ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ, à ïðÿìàÿ ℓ äâèæåòñÿ ïî ïëîñêî-ñòè, îñòàâàÿñü ïàðàëëåëüíîé ñàìîé ñåáå. Òîãäà òî÷êà, ñèììåò-ðè÷íàÿ X îòíîñèòåëüíî ℓ, òàêæå äâèæåòñÿ ïî íåêîòîðîé ïðÿ-ìîé. 11 êëàññ11.5. Äàíû ìíîãî÷ëåí P (x) è ÷èñëà a1, a2, a3, b1, b2, b3 òàêèå, ÷òî
a1a2a3 6= 0. Îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî x âû-ïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

P (a1x+ b1) + P (a2x+ b2) = P (a3x+ b3).Äîêàæèòå, ÷òî P (x) èìååò õîòÿ áû îäèí äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü.(À. �îëîâàíîâ, Î. Äìèòðèåâ, Ê. Ñóõîâ)Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî P (x) íå èìååò äåé-ñòâèòåëüíûõ êîðíåé. Òîãäà P (x) èìååò ÷åòíóþ ñòåïåíü, íå ìåíü-øóþ 2. Äåéñòâèòåëüíî, ëþáîé ìíîãî÷ëåí íå÷åòíîé ñòåïåíè èìå-åò õîòÿ áû îäèí äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü, à åñëè P (x) = const, òîèç óñëîâèÿ ïîëó÷àåì, ÷òî P (x) ≡ 0.Òàê êàê P (x) íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé, òî îí ïðèíè-ìàåò çíà÷åíèÿ îäíîãî çíàêà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî P (x) ïðèíèìàåòòîëüêî ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ (èíà÷å óìíîæèì P (x) íà −1),òî åñòü äëÿ ëþáîãî x âûïîëíÿåòñÿ P (x) > 0. Òàê êàê P (x) èìååò12



Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï, 2011�2012 ó÷åáíûé ãîä. Âòîðîé äåíü÷åòíóþ ñòåïåíü, íàéäåòñÿ òî÷êà t0, â êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ (ãëî-áàëüíûé íåñòðîãèé) ìèíèìóì P (x), òî åñòü äëÿ ëþáîãî x âûïîë-íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî P (x) > P (t0) = A > 0. �àññìîòðèì x0 òàêîå,÷òî t0 = a3x0+ b3. Íî òîãäà P (a1x0+ b1) +P (a2x0+ b2) > 2A >
> A = P (t0) = P (a3x0 + b3). Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò,
P (x) èìååò õîòÿ áû îäèí äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü.Âòîðîå ðåøåíèå. Ïóñòü a1 6= a3; òîãäà ñóùåñòâóåò òà-êîå x0, ÷òî a1x0 + b1 = a3x0 + b3. Ïîäñòàâëÿÿ x = x0 â äàí-íîå ðàâåíñòâî, ïîëó÷àåì ïîñëå ñîêðàùåíèÿ P (a2x0 + b2) = 0,òî åñòü ó P (x) åñòü êîðåíü. Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé
a2 6= a3.Îñòàëñÿ ëèøü ñëó÷àé a1 = a2 = a3 = a 6= 0. Åñëè P (x) ≡ 0,óòâåðæäåíèå çàäà÷è î÷åâèäíî. Èíà÷å ïóñòü p0 6= 0� ñòàðøèéêîý��èöèåíò ìíîãî÷ëåíà P (x), à n� åãî ñòåïåíü. Òîãäà ñòàð-øèå êîý��èöèåíòû ìíîãî÷ëåíîâ â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ äàí-íîãî ðàâåíñòâà åñòü p0(a

n + an) è p0a
n, ò.å. îíè ðàçëè÷íû. Ýòîíåâîçìîæíî.11.6. Òî÷êè A1, B1, C1 âûáðàíû íà ñòîðîíàõ BC, CA è AB òðå-óãîëüíèêà ABC ñîîòâåòñòâåííî. Îêàçàëîñü, ÷òî AB1 −AC1 =

= CA1 − CB1 = BC1 −BA1. Ïóñòü OA, OB è OC �öåíòðûîêðóæíîñòåé, îïèñàííûõ îêîëî òðåóãîëüíèêîâ AB1C1, A1BC1 è
A1B1C, ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî öåíòð îêðóæíîñòè, âïè-ñàííîé â òðåóãîëüíèê OAOBOC , ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì îêðóæíî-ñòè, âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê ABC. (À. Ïîëÿíñêèé)
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I�èñ. 7
�åøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Iöåíòð îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â òðå-óãîëüíèê ABC, à ÷åðåç A0, B0, C0�òî÷êè å¼ êàñàíèÿ ñî ñòîðîíàìè BC,

CA, AB, ñîîòâåòñòâåííî. Áóäåì ñ÷è-òàòü, ÷òî òî÷êà A1 ëåæèò íà îòðåç-êå A0B. Çàìåòèì, ÷òî CA0 + AC0 =
= CB0 +AB0 = CA. Èç óñëîâèÿ ñëå-äóåò, ÷òî CA1+AC1 = CB1+AB1 =
= CA. Çíà÷èò, CA0 − CA1 = AC1 −
−AC0; ýòî çíà÷èò, ÷òî A1A0 = C1C0,è òî÷êà C1 ëåæèò íà îòðåçêå C0A. Çíà÷èò, ïðÿìîóãîëüíûå òðå-13



XXXVIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâóãîëüíèêè IA0A1 è IC0C1 ðàâíû ïî äâóì êàòåòàì, ïîýòîìó
∠IA1C = ∠IC1B è IA1 = IC1. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ÷åòûð¼õóãîëü-íèê BC1IA1 âïèñàí. Àíàëîãè÷íî, ÷åòûð¼õóãîëüíèêè AB1IC1è CA1IB1 òàêæå âïèñàíû, è IA1 = IB1 = IC1.Ëèíèè öåíòðîâ OBOC , OCOA, OAOB ÿâëÿþòñÿ ñåðåäèííû-ìè ïåðïåíäèêóëÿðàìè ê îáùèì õîðäàì IA1, IB1, IC1 ñîîòâåò-ñòâåííî; äëèíû ýòèõ õîðä ðàâíû. Çíà÷èò, ðàññòîÿíèÿ îò I äîñòîðîí òðåóãîëüíèêà OAOBOC ðàâíû IA1

2 = IB1

2 = IC1

2 . Íà-êîíåö, ïîñêîëüêó óãëû ∠IBA1, ∠IAC1, ∠ICB1 îñòðûå, òî îò-ðåçêè OBOC , OCOA, OAOB ïåðåñåêàþò ëó÷è IA1, IB1, IC1, ñî-îòâåòñòâåííî. Çíà÷èò, I ëåæèò âíóòðè òðåóãîëüíèêà OAOBOC ;çíà÷èò, ýòî è åñòü öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíè-êà OAOBOC .11.7. Íà îêðóæíîñòè îòìå÷åíî 2n + 1 òî÷åê, äåëÿùèõ å¼ íà ðàâíûåäóãè (n > 2). Äâîå ïî î÷åðåäè ñòèðàþò ïî îäíîé òî÷êå. Åñëè ïî-ñëå õîäà èãðîêà îêàçàëîñü, ÷òî âñå òðåóãîëüíèêè ñ âåðøèíàìèâ åù¼ îòìå÷åííûõ òî÷êàõ � òóïîóãîëüíûå, îí íåìåäëåííî âû-èãðûâàåò, è èãðà çàêàí÷èâàåòñÿ. Êòî âûèãðàåò ïðè ïðàâèëüíîéèãðå: íà÷èíàþùèé èãðó èëè åãî ïðîòèâíèê? (Ô. Èâëåâ)Îòâåò. Ïðîòèâíèê.�åøåíèå. Ïðèâåä¼ì ñòðàòåãèþ äëÿ âòîðîãî èãðîêà, ïîçâî-ëÿþùóþ åìó âûèãðàòü. Äëÿ ýòîãî îí áóäåò äîáèâàòüñÿ âûïîë-íåíèÿ ñëåäóþùåãî óñëîâèÿ: ïåðåä êàæäûì õîäîì ïåðâîãî, åñëèîñòàëîñü 2k+1 > 5 òî÷åê, òî íà ëþáîé ïîëóîêðóæíîñòè îñòàëîñüíå ìåíåå k îòìå÷åííûõ òî÷åê.Ïîêàæåì èíäóêöèåé ïî ÷èñëó õîäîâ, ÷òî ýòî âîçìîæíî. Âíà÷àëå èãðû ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî. Ïóñòü ïåðåä õîäîì ïåð-âîãî îíî âûïîëíåíî; ïðîíóìåðóåì îñòàâøèåñÿ òî÷êè ïî ïîðÿä-êó A0, . . . , A2k. Ïóñòü äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè ïåðâûé ñâîèì õîäîìóäàëÿåò òî÷êó A0; çàìåòèì, ÷òî òðåóãîëüíèê Ak+1A1Ak+2 îñò-ðîóãîëüíûé, òàê ÷òî èãðà åù¼ íå çàêîí÷èëàñü. Âòîðîìó äîñòà-òî÷íî óäàëèòü òî÷êó Ak. Òåïåðü, åñëè ñ íåêîòîðîé ïîëóîêðóæ-íîñòè óäàëåíî íå áîëåå îäíîé òî÷êè, òî íà íåé îñòàëîñü íå ìåíåå
k−1 òî÷êè; èíà÷å ñ íå¼ ñò¼ðòû îáå òî÷êè A0 è Ak, ïîýòîìó íà íåéîñòàëèñü ëèáî òî÷êè A1, . . . , Ak−1, ëèáî òî÷êè Ak+1, . . . , A2k ; âëþáîì ñëó÷àå äëÿ íå¼ òðåáóåìîå óñëîâèå âûïîëíåíî.14



Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï, 2011�2012 ó÷åáíûé ãîä. Âòîðîé äåíüÈòàê, åñëè ïåðâûé íå ïðîèãðàåò ðàíüøå, òî ïîñëå 2n− 4 õî-äîâ íà äîñêå îñòàíåòñÿ ïÿòü òî÷åê A0, A1, A2, A3, A4. Ïóñòü äëÿîïðåäåë¼ííîñòè ïåðâûé óäàëèò òî÷êó A0; òîãäà åù¼ îñòàíåòñÿîñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê A1A2A4. Âòîðîé æå ïîñëåäíèì õî-äîì óäàëèò A4, è îñòàâøèéñÿ òðåóãîëüíèê A1A2A3 áóäåò òó-ïîóãîëüíûì (èíà÷å íàøëàñü áû ïîëóîêðóæíîñòü, ñîäåðæàùàÿëèøü A2). Çíà÷èò, âòîðîé âûèãðàåò.Çàìå÷àíèå 1. Åñòåñòâåííî, âìåñòî òî÷êè Ak âòîðîé ìîæåòâûáèðàòü òàêæå òî÷êó Ak+1. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðè îïèñàí-íîé ñòðàòåãèè â êîíöå èãðû îñòàíóòñÿ èìåííî òðè îòìå÷åííûõòî÷êè.Çàìå÷àíèå 2. Ïî ñóòè òó æå ñòðàòåãèþ ìîæíî î�îðìèòüïî-äðóãîìó. Ñîåäèíèì êàæäóþ èç èñõîäíûõ òî÷åê ñ äâóìÿ íàè-áîëåå óäàë¼ííûìè îò íå¼. Âñå ïðîâåä¼ííûå îòðåçêè îáðàçóþò îä-íó (2n + 1)-çâåííóþ ëîìàíóþ. Òîãäà âòîðîé ìîæåò õîäèòü òàê,÷òîáû ïîñëå êàæäîãî åãî õîäà (êðîìå ïîñëåäíåãî) âñå ñò¼ðòûåòî÷êè ðàçáèâàëèñü íà ïàðû òî÷åê, ñîåäèí¼ííûõ îòðåçêîì. Ìîæ-íî ïîêàçàòü, ÷òî ñîáëþäåíèÿ ýòîãî óñëîâèÿ òàêæå äîñòàòî÷íîäëÿ âûèãðûøà.11.8. Äëÿ íàòóðàëüíîãî n îáîçíà÷èì Sn = 1!+2!+ . . .+n!. Äîêàæèòå,÷òî ïðè íåêîòîðîì n ó ÷èñëà Sn åñòü ïðîñòîé äåëèòåëü, áîëü-øèé 102012. (Ô. Ïåòðîâ)�åøåíèå. Äëÿ ïðîñòîãî p è íàòóðàëüíîãî n îáîçíà÷èì ÷å-ðåç νp(n) ñòåïåíü, â êîòîðîé p âõîäèò â ðàçëîæåíèå n íà ïðî-ñòûå ìíîæèòåëè. Çàìåòèì, ÷òî åñëè νp(n) 6= νp(k), òî νp(n±k) =
= min(νp(n), νp(k)).Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå; îáîçíà÷èì P = 102012. Òîãäà âñåïðîñòûå äåëèòåëè ÷èñåë âèäà Sn íå ïðåâîñõîäÿò P .Ëåììà. Ïóñòü νp(Sn) < νp((n+1)!) ïðè íåêîòîðîì n. Òîãäà
νp(Sk) = νp(Sn) ïðè âñåõ k > n.Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì a = νp(Sn), b = νp((n + 1)!);òîãäà b > a+1. Çàìåòèì, ÷òî Sk = Sn+(n+1)!+ . . .+ k!; â ýòîéñóììå âñå ñëàãàåìûå, êðîìå ïåðâîãî, äåëÿòñÿ íà pa+1, à ïåðâîåäåëèòñÿ ëèøü íà pa, íî íå íà pa+1. Çíà÷èò, è Sk äåëèòñÿ íà pa,íî íå íà pa+1. ��àññìîòðèì íåêîòîðîå ïðîñòîå p 6 P . Ââèäó ëåììû, åñëè15



XXXVIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ
νp(Sn) < νp((n + 1)!) ïðè íåêîòîðîì n, òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî apòàêîå, ÷òî νp(Sn) 6 ap ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n. Íàçîâ¼ì òà-êîå ïðîñòîå ÷èñëî p ìàëåíüêèì; âñå îñòàëüíûå ïðîñòûå ÷èñëà,ìåíüøèå P , íàçîâ¼ì áîëüøèìè. Òàê êàê ìàëåíüêèõ ïðîñòûõ êî-íå÷íîå êîëè÷åñòâî, ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå M , áîëüøåå ëþáîãî÷èñëà âèäà pap , ãäå p�ìàëåíüêîå.Ïóñòü òåïåðü p� áîëüøîå ïðîñòîå ÷èñëî, à n� òàêîå ÷èñëî,÷òî n+ 2

... p. Òîãäà èç ëåììû èìååì νp(Sn+1) > νp((n+ 2)!) >
> νp((n+ 1)!); çíà÷èò, νp(Sn) = νp(Sn+1 − (n+ 1)!) =
= νp((n+ 1)!) = νp(n!) (ïîñëåäíèé ïåðåõîä âåðåí, èáî n + 1 íåêðàòíî p).�àññìîòðèì òåïåðü ÷èñëî N = MP ! − 2. Ïî äîêàçàííîìó,
νp(SN ) = νp(N !) äëÿ ëþáîãî áîëüøîãî ïðîñòîãî p. Êðîìå òîãî,ïîñêîëüêó N > M , òî νp(SN ) 6 νp(p

ap) 6 νp(N !) äëÿ ëþáîãîìàëåíüêîãî ïðîñòîãî p. Ïîñêîëüêó âñå ïðîñòûå äåëèòåëè ÷èñëà
SN �ëèáî áîëüøèå, ëèáî ìàëåíüêèå, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî SN 6

6 N !, ÷òî, î÷åâèäíî, íåâåðíî. Ïðîòèâîðå÷èå.Çàìå÷àíèå. Ïîñëå äîêàçàòåëüñòâà ëåììû ìîæíî çàâåð-øèòü ðåøåíèå è ïî-äðóãîìó. Íàïðèìåð, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
νp(Sn−1) = νp(n!) äëÿ ëþáîãî n, êðàòíîãî áîëüøîìó ïðîñòîìó p.Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òîãäà νp(Sn−1) > νp(n!). �àññìîòðèì÷èñëî

Sn+p−1 = Sn−1 + n! · (1 + (n+ 1) + (n+ 1)(n + 2)+

+ . . .+ (n+ 1) . . . (n+ p− 1)).Îáîçíà÷èì ÷åðåç An âûðàæåíèå â ñêîáêàõ â ïðàâîé ÷àñòè; òîãäà
An ≡ 1 + 1! + 2! + . . .+ (p− 1)! = 1 + Sp−1 (mod p). Ïîñêîëüêó
Sp−1

... p ïî ëåììå, ïîëó÷àåì, ÷òî An íå äåëèòñÿ íà p è ïîòîìó
νp(Sn+p−1) = min(νp(Sn−1), νp(n!)) = νp(n!) < νp((n + p)!). Ýòîïðîòèâîðå÷èò ëåììå.Îòñþäà, ïîëàãàÿ N = kP ! − 1 ïðè íåêîòîðîì íàòóðàëü-íîì k > M , ïîëó÷àåì νp(SN ) 6 νp((N+1)!) äëÿ ëþáîãî p 6 P . Âòî æå âðåìÿ, ó ÷èñëà (N+1)! åñòü ïðîñòûå äåëèòåëè, á�îëüøèå P ,è íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì k èõ âêëàäáîëüøå, ÷åì N + 1; çíà÷èò, Sk 6 (N + 1)!/(N + 1) = N !, ÷òîíåâåðíî.16


