
�åãèîíàëüíûé ýòàï, 2011�2012 ó÷åáíûé ãîä11 êëàññ11.1. Áåñêîíå÷íàÿ âîçðàñòàþùàÿ àðè�ìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ òàêî-âà, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ å¼ ÷ëåíîâ � òàê-æå ÷ëåí ýòîé ïðîãðåññèè. Äîêàæèòå, ÷òî âñå å¼ ÷ëåíû � öåëûå÷èñëà. (Í. Àãàõàíîâ)�åøåíèå. Ïóñòü a� îäèí èç ÷ëåíîâ ïðîãðåññèè, à d� å¼ðàçíîñòü. Ïî óñëîâèþ, ÷èñëà a(a + d) è a(a + 2d)� òàêæå ÷ëå-íû ïðîãðåññèè; çíà÷èò, èõ ðàçíîñòü èìååò âèä nd ïðè íåêîòîðîìöåëîì n, òî åñòü a(a + 2d) − a(a + d) = nd, èëè ad = nd. Ïî-ñêîëüêó d > 0, ïîëó÷àåì a = n, òî åñòü a�öåëîå ÷èñëî. Â ñèëóïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ÷ëåíà ïðîãðåññèè, çàäà÷à ðåøåíà.11.2. ×åðåç âåðøèíû îñíîâàíèÿ ÷åòûð¼õóãîëüíîé ïèðàìèäû SABCDïðîâåäåíû ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå ïðîòèâîïîëîæíûì áîêîâûìðåáðàì (÷åðåç âåðøèíó A�ïàðàëëåëüíî SC, è òàê äàëåå). Ýòè÷åòûðå ïðÿìûå ïåðåñåêëèñü â îäíîé òî÷êå. Äîêàæèòå, ÷òî ÷å-òûðåõóãîëüíèê ABCD�ïàðàëëåëîãðàìì. (Í. Àãàõàíîâ)
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P�èñ. 6
�åøåíèå. Ïóñòü P � òî÷êà ïåðåñå-÷åíèÿ äàííûõ ïðÿìûõ. Ïîñêîëüêó PA ‖

‖ SC è PC ‖ SA, òî÷êà P ëåæèò â ïëîñ-êîñòè SAC, à ÷åòûð¼õóãîëüíèê ASCP� ïàðàëëåëîãðàìì. Çíà÷èò, ïðÿìàÿ SPäåëèò îòðåçîê AC ïîïîëàì. Àíàëîãè÷-íî, ïðÿìàÿ SP äåëèò îòðåçîê BD ïî-ïîëàì. Çíà÷èò, ïðÿìàÿ SP ïåðåñåêàåòïëîñêîñòü îñíîâàíèÿ ïèðàìèäû â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD, è äèàãîíàëè äåëÿòñÿ ýòîé òî÷êîé ïî-ïîëàì. Çíà÷èò, ABCD�ïàðàëëåëîãðàìì.11.3. Íà ïëîñêîñòè íàðèñîâàíû n > 2 ðàçëè÷íûõ âåêòîðîâ
~a1,~a2, . . . ,~an ñ ðàâíûìè äëèíàìè. Îêàçàëîñü, ÷òî âñå âåêòîðû
−~a1 + ~a2 + . . .+ ~an, ~a1 − ~a2 + ~a3 + . . .+ ~an, . . . ,

~a1 + ~a2 + . . . + ~an−1 − ~anòàêæå èìåþò ðàâíûå äëèíû. Äîêàæèòå, ÷òî ~a1+~a2+. . .+~an = ~0.(Â. Ñåíäåðîâ)�åøåíèå. Îòëîæèì âåêòîðû 2~a1, . . . , 2~an èç îäíîé òî÷êè:15



XXXVIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâïóñòü −−→
OAi = 2~ai. Òîãäà âñå òî÷êè A1, . . . , An ðàçëè÷íû è ëåæàòíà îêðóæíîñòè ω ñ öåíòðîì O.Ïóñòü ~s = ~a1 + ~a2 + . . . + ~an. �àññìîòðèì òî÷êó S òàêóþ,÷òî −→

OS = ~s; ïî óñëîâèþ, âñå âåêòîðû ~s − 2~ai èìåþò îäíó è òóæå äëèíó r. Ïîñêîëüêó −−→
SAi =

−−→
OAi−

−→
OS = 2~ai−~s, ýòî îçíà÷àåò,÷òî âñå òî÷êè A1, . . . , An ëåæàò íà îêðóæíîñòè Ω ñ öåíòðîì S èðàäèóñîì r.Èòàê, îêðóæíîñòè ω è Ω èìåþò n > 2 îáùèõ òî÷åê. Ýòîçíà÷èò, ÷òî îíè ñîâïàäàþò, à òîãäà è èõ öåíòðû ñîâïàäàþò, òîåñòü ~s = ~0. Ýòî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.11.4. �ëàâíàÿ àóäèòîðèÿ �èðìû ¾�îãà è êîïûòà¿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéêâàäðàòíûé çàë èç âîñüìè ðÿäîâ ïî âîñåìü ìåñò. 64 ñîòðóäíè-êà �èðìû ïèñàëè â ýòîé àóäèòîðèè òåñò, â êîòîðîì áûëî øåñòüâîïðîñîâ ñ äâóìÿ âàðèàíòàìè îòâåòà íà êàæäûé. Ìîãëî ëè òàêîêàçàòüñÿ, ÷òî ñðåäè íàáîðîâ îòâåòîâ ñîòðóäíèêîâ íåò îäèíàêî-âûõ, ïðè÷åì íàáîðû îòâåòîâ ëþáûõ äâóõ ëþäåé çà ñîñåäíèìèñòîëàìè ñîâïàëè íå áîëüøå, ÷åì â îäíîì âîïðîñå? (Ñòîëû íàçû-âàþòñÿ ñîñåäíèìè, åñëè îíè ñòîÿò ðÿäîì â îäíîì ðÿäó èëè äðóãçà äðóãîì â ñîñåäíèõ ðÿäàõ.) (Ê. ×óâèëèí)Îòâåò. Ìîãëî.�åøåíèå. Îáîçíà÷èì ïåðâûé îòâåò íà êàæäûé âîïðîñ ÷å-ðåç íóëü, à âòîðîé � ÷åðåç åäèíèöó. Òîãäà êàæäîìó íàáîðó îò-âåòîâ ñîîòâåòñòâóåò íàáîð èç øåñòè íóëåé è åäèíèö. Àóäèòîðèþáóäåì ïðåäñòàâëÿòü â âèäå òàáëèöû 8×8, â êëåòêè êîòîðîé ðàñ-ñòàâëÿþòñÿ íàáîðû èç øåñòè öè�ð. Íàì òðåáóåòñÿ çàïîëíèòüòàáëèöó òàê, ÷òîáû ñîñåäíèå ïî âåðòèêàëè èëè ãîðèçîíòàëè íà-áîðû ñîâïàäàëè íå áîëåå ÷åì ïî îäíîé öè�ðå. ×¼òíîñòüþ íàáîðàáóäåì íàçûâàòü ÷¼òíîñòü ñóììû åãî öè�ð.Ïîêàæåì ñíà÷àëà, êàê çàïîëíèòü êëåòêè òàê, ÷òîáû ñîñåä-íèå íàáîðû ðàçëè÷àëèñü ðîâíî ïî îäíîé öè�ðå. Ïóñòü â íàáî-ðàõ ëþáîé ñòðîêè ïîñëåäíèå òðè öè�ðû îäèíàêîâû, à ïåðâûåòðè îïðåäåëÿþòñÿ ñëåâà íàïðàâî òàê: 000, 001, 011, 010, 110,

100, 101, 111. Òîãäà ëþáûå äâà ñîñåäíèå ïî ãîðèçîíòàëè íàáî-ðà ðàçëè÷àþòñÿ ðîâíî ïî îäíîé öè�ðå. Â êàæäîì ñòîëáöå ïî-ñëåäíèå òðè öè�ðû îïðåäåëèì òàêèì æå îáðàçîì ñâåðõó âíèç.16



�åãèîíàëüíûé ýòàï, 2011�2012 ó÷åáíûé ãîäÀíàëîãè÷íî ïîëó÷èòñÿ, ÷òî ëþáûå äâà ñîñåäíèå ïî âåðòèêàëèíàáîðà ðàçëè÷àþòñÿ ðîâíî ïî îäíîé öè�ðå. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü,÷òî âñå íàáîðû ðàçëè÷íû, ïîñêîëüêó íàáîðû èç ðàçíûõ ñòîëá-öîâ îòëè÷àþòñÿ â ïåðâûõ òð¼õ öè�ðàõ, à èç ðàçíûõ ñòðîê � âîâòîðûõ òð¼õ. 0000 0100 1100 10000001 0101 1101 10010011 0111 1111 10110010 0110 1110 1010�èñ. 7
Ïîêðàñèì òåïåðü âñå êëåòêè òàá-ëèöû â áåëûé è ÷¼ðíûé öâåòà âøàõìàòíîì ïîðÿäêå òàê, ÷òîáû ëåâàÿâåðõíÿÿ êëåòêà áûëà áåëîé. Òîãäà âñå÷¼òíûå íàáîðû ïîïàäóò â áåëûå êëåò-êè, à âñå íå÷¼òíûå � â ÷¼ðíûå. Â êàæ-äîì íàáîðå â ÷¼ðíûõ êëåòêàõ çàìåíèì åäèíèöû íà íóëè, à íó-ëè� íà åäèíèöû. Çàìåòèì, ÷òî ïðè òàêîì îáðàùåíèè ÷¼òíîñòüíàáîðà íå èçìåíèòñÿ, ïîýòîìó ïî-ïðåæíåìó âî âñåõ áåëûõ êëåò-êàõ áóäóò ÷¼òíûå íàáîðû, à âî âñåõ ÷¼ðíûõ � íå÷¼òíûå. Ïðèýòîì âñå íå÷¼òíûå íàáîðû áóäóò ïîïàðíî ðàçëè÷àòüñÿ (â ïðî-òèâíîì ñëó÷àå êàêèå-òî äâà íàáîðà ñîâïàäàëè áû äî îáðàùå-íèÿ), àíàëîãè÷íî âñå ÷¼òíûå áóäóò ïîïàðíî ðàçëè÷àòüñÿ. Çíà-÷èò, è âñå íàáîðû áóäóò ðàçëè÷íû. Íàêîíåö, ëþáûå äâå ñîñåä-íèå êëåòêè èìåþò ðàçíûå öâåòà, è, ïîñêîëüêó äî îáðàùåíèÿ íà-áîðû â íèõ ðàçëè÷àëèñü ðîâíî ïî îäíîé öè�ðå, ïîñëå îáðàùå-íèÿ íàáîðû áóäóò ñîâïàäàòü ðîâíî ïî îäíîé öè�ðå.Íà ðèñ. 7 ïîêàçàí ïðèìåð àíàëîãè÷íîé ðàññòàíîâêè äëÿêâàäðàòà 4× 4.11.5. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n âûïîëíåíî íåðàâåí-ñòâî (n− 1)n+1(n+ 1)n−1 < n2n. (Â. Ñåíäåðîâ)�åøåíèå. Ïðè n = 1 íåðàâåíñòâî âåðíî, èáî 0 < 1. Ïóñòü

n > 1. Çàìåòèì, ÷òî 0 < n− 1 < n+ 1, ïîýòîìó
(n−1)n+1(n+1)n−1 < (n−1)n(n+1)n = (n2−1)n < (n2)n = n2n,÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.11.6. Â âîëåéáîëüíîì òóðíèðå ñ ó÷àñòèåì 73 êîìàíä êàæäàÿ êîìàíäàñûãðàëà ñ êàæäîé ïî îäíîìó ðàçó. Â êîíöå òóðíèðà âñå êîìàíäûðàçäåëèëè íà äâå íåïóñòûå ãðóïïû òàê, ÷òî ëþáàÿ êîìàíäà ïåð-âîé ãðóïïû îäåðæàëà ðîâíî n ïîáåä, à ëþáàÿ êîìàíäà âòîðîé17



XXXVIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâãðóïïû� ðîâíî m ïîáåä. Ìîãëî ëè îêàçàòüñÿ, ÷òî m 6= n?(Í. Àãàõàíîâ)Îòâåò. Íå ìîãëî.�åøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî m 6= n. Âñåãî â òóðíèðå ñó÷àñòèåì 73 êîìàíä ïðîâîäèòñÿ 73 · 72
2 = 36 · 73 èãð. Ïóñòü xêîìàíä îäåðæàëè ïî n ïîáåä, à îñòàëüíûå 73−x êîìàíä � ïî mïîáåä. Òîãäà ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî x · n + (73 − x) · m = 36 · 73,îòêóäà x · (n−m) = (36−m) ·73. ×èñëî 73 � ïðîñòîå, ïîýòîìó íàíåãî äåëèòñÿ ëèáî ìíîæèòåëü x, ëèáî ìíîæèòåëü n−m. Ïåðâîåíåâîçìîæíî, òàê êàê x < 73. À âòîðîå íåâîçìîæíî, òàê êàê n <

< 73,m < 73, ñëåäîâàòåëüíî, 0 < |n−m| < 73.11.7. Äàíû ðàçëè÷íûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà a, b. Íà êîîðäèíàòíîéïëîñêîñòè íàðèñîâàíû ãðà�èêè �óíêöèé y = sin ax, y = sin bxè îòìå÷åíû âñå òî÷êè èõ ïåðåñå÷åíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâó-åò íàòóðàëüíîå ÷èñëî c, îòëè÷íîå îò a, b è òàêîå, ÷òî ãðà�èê�óíêöèè y = sin cx ïðîõîäèò ÷åðåç âñå îòìå÷åííûå òî÷êè.(È. Áîãäàíîâ)�åøåíèå. Ïóñòü äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè a > b.Åñëè (x0, y0)� îäíà èç òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ, òî sin ax0 −
− sin bx0 = 0, èëè

sin
a− b

2
x0 · cos

a+ b

2
x0 = 0.Çíà÷èò, a− b

2 x0 = kπ èëè (a + b)x0 = (2k + 1)π ïðè íåêîòîðîìöåëîì k, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî îäíî èç ÷èñåë a− b
2π x0 èëè a+ b

π
x0öåëîå.Ïîäáåð¼ì òåïåðü ÷èñëî c òàêîå, ÷òîáû âî âñåõ òàêèõ òî÷êàõ÷èñëî a− c

2π x0 òàêæå áûëî öåëûì; òîãäà â ýòèõ òî÷êàõ ìû áóäåìèìåòü
sin

a− c

2
x0 · cos

a+ c

2
x0 = 0,èëè sin cx0 = sin ax0 = y0, ÷òî è òðåáóåòñÿ.Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü, íàïðèìåð, c = 2(a2−b2)+a.Äåéñòâèòåëüíî, òîãäà ÷èñëî a− c

2π x0 = (b − a) · b + a
π

x0 = 2(b +

+a)· b− a
2π x0 â öåëîå ÷èñëî ðàç áîëüøå êàæäîãî èç ÷èñåë a− b

2π x018



�åãèîíàëüíûé ýòàï, 2011�2012 ó÷åáíûé ãîäè a+ b
π x0, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ öåëûì. Êðîìå òîãî, c > a > b. Ýòîè îçíà÷àåò, ÷òî c óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèÿì.11.8. Âûïóêëûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABCD òàêîâ, ÷òî AB · CD =

= AD ·BC. Äîêàæèòå, ÷òî ∠BAC+∠CBD+∠DCA+∠ADB =
= 180◦. (È. Áîãäàíîâ, Ê. Êíîï)Ïåðâîå ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç f(ABCD) ñóììó ÷å-òûð¼õ óãëîâ â óñëîâèè. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ÷åòûð¼õóãîëü-íèê ABCD âïèñàí, òî óòâåðæäåíèå âåðíî. Äåéñòâèòåëüíî, òîãäà
f(ABCD) = (∠BAC + ∠CAD) + (∠DCA+ ∠ACB) = ∠BAD +
+ ∠BCD = 180◦.
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A′ �èñ. 8
Ïóñòü òåïåðü ÷åòûð¼õóãîëüíèê íåâïèñàí. Òîãäà îïèñàííàÿ îêðóæíîñòüòðåóãîëüíèêà BCD ïåðåñåêàåò ïðÿ-ìóþ AC âòîðè÷íî â òî÷êå A′ 6= A. Çà-ìåòèì, ÷òî f(A′BCD) − f(ABCD) =

= (∠BA′C − ∠BAC) + (∠A′DB −
−∠ADB) = ±(∠ABA′ −∠ADA′), ãäåçíàê ïåðåä ïîñëåäíåé ñêîáêîé çàâèñèòîò ïîðÿäêà òî÷åê A,A′ íà ïðÿìîé AC.Ïîñêîëüêó f(A′BCD) = 180◦, íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî
∠ABA′ = ∠ADA′.Ïî óñëîâèþ, ìû èìååì AB

BC
= AD

DC
= k. Ïóñòü ðàäèóñ îïè-ñàííîé îêðóæíîñòè ÷åòûð¼õóãîëüíèêà A′BCD ðàâåí R. Òîãäàïî òåîðåìå ñèíóñîâ 2R = BC

sinBA′C
= CD

sinCA′D
; óìíîæàÿ ïî-ñëåäíåå ðàâåíñòâî íà k, ïîëó÷àåì AB

sinAA′B
= AD

sinAA′D
. Ïðè-ìåíÿÿ òåîðåìó ñèíóñîâ ê òðåóãîëüíèêàì ABA′ è ADA′, ïî-ëó÷àåì AA′

sinABA′
= AB

sinAA′B
= AD

sinAA′D
= AA′

sinADA′
. Èòàê,

sinABA′ = sinADA′, òî åñòü ëèáî óãëû ∠ABA′ è ∠ADA′ ðàâ-íû, ëèáî èõ ñóììà ðàâíà 180◦. Íàêîíåö, âòîðîé ñëó÷àé íåâîçìî-æåí; äåéñòâèòåëüíî, ñóììà óãëîâ íåâûïóêëîãî ÷åòûð¼õóãîëüíè-êà ABA′D ðàâíà 360◦, ïîýòîìó ∠ABA′ + ∠ADA′ < 180◦.Âòîðîå ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî AB
BC

= AD
DC

. Åñëèýòè îòíîøåíèÿ ðàâíû 1, òî òðåóãîëüíèêè ABC è ADC ðàâíî-19



XXXVIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ
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�èñ. 9áåäðåííûå, è ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABCD ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëü-íî ïðÿìîé BD; çíà÷èò, ∠BAC + ∠CBD + ∠DCA + ∠ADB =
= ∠BAC + ∠ABD + ∠DAC + ∠ADB = ∠ABD + ∠ADB +
+ ∠DAB = 180◦, ÷òî è òðåáîâàëîñü.Ïóñòü òåïåðü, äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè, AB

BC
= AD

DC
> 1. Ïóñòü

BK è BL� âíóòðåííÿÿ è âíåøíÿÿ áèññåêòðèñû òðåóãîëüíè-êà ABC (ñì. ðèñ. 9). Òîãäà AK
KC

= AL
LC

= AB
BC

= AD
DC

; çíà÷èò, DKè DL� âíóòðåííÿÿ è âíåøíÿÿ áèññåêòðèñû òðåóãîëüíèêà ADC.Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ∠KBL = ∠KDL = 90◦, è ÷åòûð¼õóãîëüíèê
BKDL âïèñàí â îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå O� ñåðåäèíå îò-ðåçêà KL.Èç ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà OKB ïîëó÷àåì ∠OBK =
= ∠OKB = ∠ABK + ∠KAB = ∠CBK + ∠CAB, îòêóäà
∠CAB = ∠OBK−∠CBK = ∠OBC. Çíà÷èò, ∠CAB+∠CBD =
= ∠OBC + ∠CBD = ∠OBD. Àíàëîãè÷íî, èç ðàâíîáåäðåííî-ãî òðåóãîëüíèêà ODK ïîëó÷àåì ∠ODA = ∠ODK + ∠KDA =
= ∠OKD+∠CDK = 180◦ −∠DCK, îòêóäà ∠DCA+∠ADB =
= (180◦ − ∠ODA) + ∠ADB = 180◦ − ∠ODB.Èòàê, ñóììà âñåõ ÷åòûð¼õ óãëîâ â óñëîâèè ðàâíà ∠OBD +
+180◦−∠ODB = 180◦, ïîñêîëüêó òðåóãîëüíèê OBD ðàâíîáåä-ðåííûé. Ýòî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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