
�åãèîíàëüíûé ýòàï, 2011�2012 ó÷åáíûé ãîäÓñëîâèÿ è ðåøåíèÿ çàäà÷9 êëàññ9.1. Íà äîñêå íàïèñàíû íåñêîëüêî ÷èñåë. Èçâåñòíî, ÷òî êâàäðàò ëþ-áîãî çàïèñàííîãî ÷èñëà áîëüøå ïðîèçâåäåíèÿ ëþáûõ äâóõ äðó-ãèõ çàïèñàííûõ ÷èñåë. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ÷èñåë ìî-æåò áûòü íà äîñêå? (È. Áîãäàíîâ)Îòâåò. 3 ÷èñëà.�åøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷èñåë õîòÿ áû ÷åòûðå, è a�÷èñëî ñ ìèíèìàëüíûì ìîäóëåì. Èç îñòàëüíûõ ÷èñåë õîòÿ áûäâà èìåþò îäèí çíàê (îáà íåîòðèöàòåëüíû èëè îáà íåïîëîæè-òåëüíû). Îáîçíà÷èì èõ b è c; òîãäà bc = |bc| > |a|2 = a2, ÷òîïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.Îñòàëîñü ïðèâåñòè ïðèìåð òð¼õ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõóñëîâèþ. Ïîäõîäÿò, íàïðèìåð, ÷èñëà 1, 2,−3.9.2. Îêðóæíîñòè ω1 è ω2 êàñàþòñÿ âíåøíèì îáðàçîì â òî÷êå P . ×å-ðåç öåíòð ω1 ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ ℓ1, êàñàþùàÿñÿ ω2. Àíàëîãè÷íî,ïðÿìàÿ ℓ2 êàñàåòñÿ ω1 è ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð ω2. Îêàçàëîñü,÷òî ïðÿìûå ℓ1 è ℓ2 íåïàðàëëåëüíû. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà P ëå-æèò íà áèññåêòðèñå îäíîãî èç óãëîâ, îáðàçîâàííûõ ℓ1 è ℓ2.(Ë. Åìåëüÿíîâ)�åøåíèå. Ïóñòü O1, r1 è O2, r2 � ñîîòâåòñòâåííî öåíòðû
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�èñ. 1 �èñ. 2è ðàäèóñû îêðóæíîñòåé ω1 è ω2, à K � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ℓ1è ℓ2. Çàìåòèì, ÷òî òî÷êà P ëåæèò íà îòðåçêå O1O2 è äåëèò åãîâ îòíîøåíèè r1 : r2. 3



XXXVIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâÎáîçíà÷èì ÷åðåç P1 òî÷êó êàñàíèÿ ℓ2 è ω1, à ÷åðåç P2òî÷êó êàñàíèÿ ℓ1 è ω2. Ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè KO1P1è KO2P2 ïîäîáíûå ïî îñòðîìó óãëó ïðè âåðøèíå K. Çíà÷èò,
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. Òàêèì îáðàçîì, â òðåóãîëüíèêå KO1O2 òî÷-êà P , ëåæàùàÿ íà ñòîðîíå O1O2, äåëèò å¼ â îòíîøåíèè, ðàâíîìîòíîøåíèþ ïðèëåæàùèõ ñòîðîí KO1 è KO2. Èç ýòîãî ñëåäóåò,÷òî P � îñíîâàíèå áèññåêòðèñû òðåóãîëüíèêà KO1O2.Çàìå÷àíèå. Â çàäà÷å âîçìîæíû äâà ïðèíöèïèàëüíî ðàç-ëè÷íûõ ñëó÷àÿ ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê è ïðÿìûõ. Îíè ïîêàçàíûíà ðèñ. 1 è ðèñ. 2. Ïðèâåä¼ííîå ðåøåíèå íå çàâèñèò îò ñëó÷àåâ.9.3. Çà êðóãëûì ñòîëîì ñèäÿò 30 ÷åëîâåê � ðûöàðè è ëæåöû (ðûöà-ðè âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó, à ëæåöû âñåãäà ëãóò). Èçâåñòíî, ÷òîó êàæäîãî èç íèõ çà ýòèì æå ñòîëîì åñòü ðîâíî îäèí äðóã, ïðè-÷åì ó ðûöàðÿ ýòîò äðóã � ëæåö, à ó ëæåöà ýòîò äðóã � ðûöàðü(äðóæáà âñåãäà âçàèìíà). Íà âîïðîñ ¾Ñèäèò ëè ðÿäîì ñ âàìèâàø äðóã?¿ ñèäåâøèå ÷åðåç îäíîãî îòâåòèëè ¾äà¿. Ñêîëüêî èçîñòàëüíûõ ìîãëè òàêæå îòâåòèòü ¾äà¿? (Ïåðå÷èñëèòå âñå âàðè-àíòû è äîêàæèòå, ÷òî äðóãèõ íåò.) (Ñ. Àãàõàíîâ)Îòâåò. 0.�åøåíèå. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî âñå ñèäÿùèå çà ñòîëîìðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû äðóçåé; çíà÷èò, ðûöàðåé è ëæåöîâ ïîðîâ-íó. �àññìîòðèì ëþáóþ ïàðó äðóçåé. Åñëè îíè ñèäÿò ðÿäîì, òîðûöàðü íà çàäàííûé âîïðîñ îòâåòèò ¾äà¿, à ëæåö � ¾íåò¿. Åñ-ëè æå îíè íå ñèäÿò ðÿäîì, òî èõ îòâåòû áóäóò ïðîòèâîïîëîæ-íûìè. Â ëþáîì ñëó÷àå ðîâíî îäèí èç ïàðû äðóçåé äàñò îòâåò¾äà¿. Çíà÷èò, ïðè ëþáîé ðàññàäêå âñå îñòàëüíûå 15 îòâåòîâ áó-äóò ¾íåò¿.9.4. Öåëûå ÷èñëà a è b òàêîâû, ÷òî ïðè ëþáûõ íàòóðàëüíûõ m è n÷èñëî am2 + bn2 ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì êâàäðàòîì. Äîêàæèòå, ÷òî

ab = 0. (À. �îëîâàíîâ)�åøåíèå. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. ßñíî, ÷òî òîãäà ÷èñëà
a è b íàòóðàëüíûå. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè, ñêàæåì, a < 0, òî, ïîä-ñòàâëÿÿ m = 2|b|, n = 1, ïîëó÷àåì, ÷òî ÷èñëî 4ab2+b·1 = b(4ab+
+1) äîëæíî áûòü êâàäðàòîì íåêîòîðîãî ÷èñëà x. Ñ äðóãîé ñòî-4



�åãèîíàëüíûé ýòàï, 2011�2012 ó÷åáíûé ãîäðîíû, åñëè a < 0, òî ÷èñëà b è 4ab+ 1 èìåþò ðàçíûå çíàêè, òàê÷òî x2 < 0. Ýòî íåâîçìîæíî.Ïîäñòàâèì òåïåðü m = 2b, n = 1 è m = 2b, n = 2. Ïîëó÷èì,÷òî 4ab2 + b = x2 è 4ab2 + 4b = y2 ïðè íåêîòîðûõ íàòóðàëüíûõ
x, y. ßñíî, ÷òî y2 > x2 > 4b2, ïîýòîìó y > x > 2b. Íî òîãäà
3b = y2−x2 = (y−x)(y+x) > 1·4b, ÷òî íåâîçìîæíî. Ïîëó÷åííîåïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.9.5. Ôîêóñíèê âûêëàäûâàåò 36 êàðò â âèäå êâàäðàòà 6×6 (â 6 ñòîëá-öîâ ïî 6 êàðò) è ïðîñèò Çðèòåëÿ ìûñëåííî âûáðàòü êàðòó è çà-ïîìíèòü ñòîëáåö, å¼ ñîäåðæàùèé. Ïîñëå ýòîãî Ôîêóñíèê îïðå-äåë¼ííûì îáðàçîì ñîáèðàåò êàðòû, ñíîâà âûêëàäûâàåò â âèäåêâàäðàòà 6 × 6 è ïðîñèò Çðèòåëÿ íàçâàòü íîìåðà ñòîëáöîâ, ñî-äåðæàùèõ âûáðàííóþ êàðòó â ïåðâûé è âòîðîé ðàç. Ïîñëå îòâå-òà Çðèòåëÿ Ôîêóñíèê áåçîøèáî÷íî îòãàäûâàåò êàðòó. Êàê äåé-ñòâîâàòü Ôîêóñíèêó, ÷òîáû �îêóñ ãàðàíòèðîâàííî óäàëñÿ?(Ë. Åìåëüÿíîâ)�åøåíèå. Ïóñòü Ôîêóñíèê ïîñëå ïåðâîãî äåéñòâèÿ íå òà-ñóåò êàðòû, à ñîáèðàåò èõ, íå íàðóøàÿ ïîðÿäîê â ñòîëáöàõ, èñêëàäûâàåò â êîëîäó îäèí ñòîëáåö çà äðóãèì. Âòîðîé ðàç îíâûêëàäûâàåò êàðòû ïîñòðî÷íî, ò.å. áûâøèå ñòîëáöû ñòàíîâÿò-ñÿ ñòðîêàìè (ýòî íåòðóäíî ñäåëàòü, âûêëàäûâàÿ òó æå êîëîäóïî ãîðèçîíòàëè). Ïîñëå îòâåòà Çðèòåëÿ, Ôîêóñíèê çíàåò íîìåðñòðîêè è ñòîëáöà â ïåðâîé ðàñêëàäêå, ñîäåðæàùèõ çàãàäàííóþêàðòó, ÷òî è ïîçâîëÿåì åìó íàçâàòü å¼.Çàìå÷àíèå. Ïðèâåä¼ííûé àëãîðèòì � íå åäèíñòâåííûéâîçìîæíûé.9.6. ×èñëà a è b òàêîâû, ÷òî a3 − b3 = 2, a5 − b5 > 4. Äîêàæèòå, ÷òî
a2 + b2 > 2. (È. Áîãäàíîâ)�åøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî 2(a2 + b2) = (a2 + b2)(a3 − b3) =
= (a5 − b5) + a2b2(a − b) > 4 + a2b2(a − b). Ïîñêîëüêó a3 > b3,ìû èìååì a > b, à çíà÷èò, a2b2(a − b) > 0. Èòàê, 2(a2 + b2) > 4,îòêóäà è ñëåäóåò óòâåðæäåíèå çàäà÷è.9.7. Íà ñòîðîíå AC òðåóãîëüíèêà ABC îòìåòèëè ïðîèçâîëüíóþ òî÷-êó D. Ïóñòü E è F � òî÷êè, ñèììåòðè÷íûå òî÷êå D îòíîñèòåëü-íî áèññåêòðèñ óãëîâ A è C ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî ñåðå-äèíà îòðåçêà EF ëåæèò íà ïðÿìîé A0C0, ãäå A0 è C0 � òî÷êè5



XXXVIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâêàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC ñî ñòîðîíà-ìè BC è AB ñîîòâåòñòâåííî. (Ò. Åìåëüÿíîâà)
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�åøåíèå. Ïóñòü B0� òî÷êà êà-ñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè ñî ñòî-ðîíîé AC. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷-êà D ëåæèò íà îòðåçêå AB0. Òî÷-êè A0 è C0 ñèììåòðè÷íû òî÷êå B0îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñ óãëîâ Cè A ñîîòâåòñòâåííî. Ñëåäîâàòåëü-íî, òî÷êà E ëåæèò íà îòðåçêå AC0,à òî÷êà F �íà ïðîäîëæåíèè îòðåç-êà CA0, è EC0 = DB0 = FA0.Îáîçíà÷èì òåïåðü ÷åðåç M òî÷-êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ EF è A0C0 (îíà ëåæèò íà îòðåçêå EF ).Îòìåòèì íà ïðÿìîé A0C0 òî÷êó G òàê, ÷òîáû îòðåçêè FG è ABáûëè ïàðàëëåëüíû. Òîãäà òðåóãîëüíèêè FGA0 è BC0A0 ïîäîá-íû; ïîñêîëüêó BC0 = BA0, ïîëó÷àåì FG = FA0 = EC0. Äà-ëåå, èç ïàðàëëåëüíîñòè èìååì ∠FEC0 = ∠EFG è ∠EC0G =

= ∠FGC0. Çíà÷èò, òðåóãîëüíèêè EC0M è FGM ðàâíû ïî ñòî-ðîíå è äâóì óãëàì, è EM = MF .9.8. Äàí êâàäðàò n×n. Èçíà÷àëüíî åãî êëåòêè ðàñêðàøåíû â áåëûéè ÷¼ðíûé öâåòà â øàõìàòíîì ïîðÿäêå, ïðè÷¼ì õîòÿ áû îäíà èçóãëîâûõ êëåòîê ÷¼ðíàÿ. Çà îäèí õîä ðàçðåøàåòñÿ â íåêîòîðîìêâàäðàòå 2 × 2 îäíîâðåìåííî ïåðåêðàñèòü âõîäÿùèå â íåãî ÷å-òûðå êëåòêè ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: êàæäóþ áåëóþ ïåðåêðà-ñèòü â ÷¼ðíûé öâåò, êàæäóþ ÷¼ðíóþ� â çåë¼íûé, à êàæäóþ çå-ë¼íóþ� â áåëûé. Ïðè êàêèõ n çà íåñêîëüêî õîäîâ ìîæíî ïî-ëó÷èòü øàõìàòíóþ ðàñêðàñêó, â êîòîðîé ÷¼ðíûé è áåëûé öâåòàïîìåíÿëèñü ìåñòàìè? (Á. Òðóøèí)Îòâåò. Ïðè âñåõ n, êðàòíûõ òð¼ì.�åøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì óäàëîñü ïåðåêðàñèòüêëåòêè òàê, êàê òðåáóþò óñëîâèÿ çàäà÷è. Áóäåì íàçûâàòü êëåò-êàìè ïåðâîãî òèïà òå, êîòîðûå ïåðâîíà÷àëüíî áûëè áåëûìè, àâòîðîãî òèïà � òå, êîòîðûå áûëè ÷¼ðíûìè. Çàìåòèì, ÷òî åñëèêàêóþ-òî êëåòêó ïåðåêðàñèëè òðè ðàçà, òî â èòîãå îíà ñâîé öâåòíå ïîìåíÿëà. Ïîýòîìó äëÿ òîãî, ÷òîáû êëåòêà ïåðâîãî òèïà ñòà-6



�åãèîíàëüíûé ýòàï, 2011�2012 ó÷åáíûé ãîäëà ÷¼ðíîé, å¼ íóæíî ïåðåêðàñèòü 3k + 1 ðàç ïðè íåêîòîðîì öå-ëîì k (äëÿ ðàçíûõ êëåòîê k ìîæåò áûòü ðàçíûì). Çíà÷èò, åñëè
a�êîëè÷åñòâî êëåòîê ïåðâîãî òèïà, òî îáùåå êîëè÷åñòâî ïåðå-êðàøèâàíèé ýòèõ êëåòîê ðàâíî 3K + a ïðè íåêîòîðîì öåëîì K.×òîáû êëåòêà âòîðîãî òèïà ñòàëà áåëîé, å¼ íóæíî ïåðåêðàñèòü
3m+2 ðàçà. Çíà÷èò, åñëè b�êîëè÷åñòâî êëåòîê âòîðîãî òèïà, òîîáùåå êîëè÷åñòâî ïåðåêðàøèâàíèé ýòèõ êëåòîê ðàâíî 3M + 2bðàç.Äàëåå, â ëþáîì êâàäðàòå 2 × 2 êëåòîê ïåðâîãî è âòîðîãîòèïà ïîðîâíó. Ïîýòîìó, êàê áû ìû íå ïåðåêðàøèâàëè, ñóììàðíîêëåòêè ïåðâîãî è âòîðîãî òèïîâ áóäóò ïåðåêðàøåíû îäèíàêîâîå÷èñëî ðàç. Ïîýòîìó 3K+a = 3M+2b, îòêóäà a+b = 3(M−K+b),òî åñòü îáùåå êîëè÷åñòâî êëåòîê a + b äåëèòñÿ íà òðè. Çíà÷èò
n2 êðàòíî òðåì, à ïîýòîìó è n êðàòíî òðåì.Îñòàëîñü ïîêàçàòü, êàê ìîæíî ïåðåêðàñèòü êâàäðàò ñî ñòî-ðîíîé, êðàòíîé òðåì. �àçðåæåì åãî íà êâàäðàòû 3× 3. �àññìîò-ðèì îäèí èç òàêèõ êâàäðàòîâ. Åñòü äâà ñëó÷àÿ� ëèáî óãëîâûåêëåòêè áåëûå, ëèáî ÷¼ðíûå. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïåðåêðàøèâàåìêàæäûé èç ÷åòûðåõ êâàäðàòîâ, ïðèìûêàþùèõ ê óãëàì ïî îä-íîìó ðàçó, à âî âòîðîì ñëó÷àå � ïî äâà ðàçà. Ëåãêî ïðîâåðèòü,÷òî ïðè òàêîì ïåðåêðàøèâàíèè øàõìàòíàÿ ðàñêðàñêà ïîìåíÿ-åòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíóþ.Çàìå÷àíèå. Â äîêàçàòåëüñòâå òîãî, ÷òî n äåëèòñÿ íà 3,ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íå âñå n2 êëåòîê, à n êëåòîê â îäíîì ãî-ðèçîíòàëüíîì èëè âåðòèêàëüíîì ðÿäó, ñêàæåì, n êëåòîê, ïðè-ìûêàþùèå ê íèæíåé ñòîðîíå.
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