
Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï, 2012�2013 ó÷åáíûé ãîä. Ïåðâûé äåíüÓñëîâèÿ è ðåøåíèÿ çàäà÷9 êëàññ9.1. Äàíû ðàçëè÷íûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà a, b, c. Äîêàæèòå, ÷òîõîòÿ áû äâà èç óðàâíåíèé (x− a)(x− b) = x− c, (x− b)(x− c) =
= x− a, (x− c)(x− a) = x− b èìåþò ðåøåíèå. (È. Áîãäàíîâ)Ïåðâîå ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì f1(x) = (x−b)(x−c)−(x−a),
f2(x) = (x− c)(x− a)− (x− b) è f3(x) = (x− a)(x− b)− (x− c).Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå çàäà÷è íåâåðíî, òî åñòü ìàêñè-ìóì ó îäíîé èç ýòèõ �óíêöèé åñòü êîðåíü. Çíà÷èò, äâå èç íèõ�ñêàæåì, f1 è f2 �êîðíåé íå èìåþò. Ïîñêîëüêó ñòàðøèå êîý�-�èöèåíòû ýòèõ êâàäðàòíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ïîëîæèòåëüíû, ïîëó-÷àåì, ÷òî f1(x) > 0 è f2(x) > 0 ïðè âñåõ x. Îäíàêî ìíîãî÷ëåí

f1(x) + f2(x) = (x− c)(x− b+ x− a)− (x− a+ x− b) =

= (2x− a− b)(x− c− 1)èìååò, íàïðèìåð, êîðåíü x0 = c + 1; çíà÷èò, íåâåðíî, ÷òî
f1(x0) > 0 è f2(x0) > 0. Ïðîòèâîðå÷èå.Âòîðîå ðåøåíèå. Ïóñòü äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè a < b < c.�àññìîòðèì ãðà�èêè �óíêöèé fbc(x) = (x− b)(x − c) è fa(x) =
= x− a. Ïðè x = a òî÷êà ïåðâîãî ãðà�èêà âûøå òî÷êè âòîðîãî:
fbc(a) = (a − b)(a − c) > 0 = fa(a), à ïðè x = b�íèæå: fbc(b) =
= 0 < b − a = fa(b). Çíà÷èò, óðàâíåíèå fbc(x) = fa(x) èìååòêîðåíü íà îòðåçêå [a, b] (ñì. ðèñ. 1).
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fb�èñ. 1 �èñ. 2Àíàëîãè÷íî, åñëè ðàññìîòðåòü ãðà�èêè �óíêöèé fac(x) =
= (x − a)(x − c) è fb(x) = x− b, òî ïîëó÷èì, ÷òî fac(a) > fb(a)3



XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâè fac(b) < fb(b), òàê ÷òî óðàâíåíèå fac(x) = fb(x) òàêæå èìååòêîðåíü íà îòðåçêå [a, b] (ñì. ðèñ. 2).Òðåòüå ðåøåíèå. Êàê è â ïåðâîì ðåøåíèè, ïðåäïîëîæèì,÷òî f1(x) è f2(x) íå èìåþò êîðíåé. Òîãäà èõ äèñêðèìèíàíòû îò-ðèöàòåëüíû, òî åñòü (b+c+1)2 < 4(bc+a) è (c+a+1)2 < 4(ca+ b).Ýòè íåðàâåíñòâà ïåðåïèñûâàþòñÿ â âèäå (b− c− 1)2 < 4a− 4b è
(c− a+ 1)2 < 4b− 4a. Çíà÷èò, îáà ÷èñëà â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ïîëî-æèòåëüíû; îäíàêî èõ ñóììà ðàâíà íóëþ. Ïðîòèâîðå÷èå.9.2. Îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC âïèñàí â îêðóæíîñòü Ω. Êà-ñàòåëüíûå, ïðîâåäåííûå ê Ω â òî÷êàõ B è C, ïåðåñåêàþòñÿ âòî÷êå P . Òî÷êè D è E � îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðîâ, îïóùåí-íûõ èç òî÷êè P íà ïðÿìûå AB è AC. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà ïå-ðåñå÷åíèÿ âûñîò òðåóãîëüíèêà ADE ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé îòðåç-êà BC. (Ï. Êîæåâíèêîâ)
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�åøåíèå. Ïóñòü M � ñåðåäè-íà BC. Òðåóãîëüíèê BPC ðàâíî-áåäðåííûé (BP = PC êàê îòðåç-êè êàñàòåëüíûõ); çíà÷èò, åãî ìåäèà-íà PM ÿâëÿåòñÿ âûñîòîé. Òàê êàê

∠PMC = ∠PEC = 90◦, ÷åòûð¼õ-óãîëüíèê MCEP � âïèñàííûé; çíà-÷èò, ∠MEP = ∠MCP . Äàëåå, CP �êàñàòåëüíàÿ ê Ω, ïîýòîìó ∠MCP =
= ∠BAC. Ïîëó÷àåì, ÷òî ∠MEP =
= ∠BAC. Çíà÷èò, ∠MEA+∠BAC =
= (90◦−∠MEP )+∠BAC = 90◦, îòêóäà ME ⊥ AB (ñì. ðèñ. 3).Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òîMD ⊥ AC. Ýòî è çíà÷èò, ÷òî
M � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò òðåóãîëüíèêà ADE.9.3. Íà äîñêå íàïèñàëè 100 ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
a1, a2, . . . , a100. Çàòåì ïîä êàæäûì ÷èñëîì ai íàïèñàëè ÷èñëî bi,ïîëó÷åííîå ïðèáàâëåíèåì ê ai íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿîñòàëüíûõ 99 èñõîäíûõ ÷èñåë. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ïî-ïàðíî ðàçëè÷íûõ ÷èñåë ìîæåò áûòü ñðåäè b1, b2, . . . , b100?(Ñ. Áåðëîâ)4



Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï, 2012�2013 ó÷åáíûé ãîä. Ïåðâûé äåíüÎòâåò. 99.Ïåðâîå ðåøåíèå. Åñëè ïîëîæèòü a100 = 1 è ai = 2i ïðè
i = 1, 2, . . . , 99, òî b1 = b100 = 3, òàê ÷òî ñðåäè ÷èñåë bi áóäåòíå áîëüøå 99 ðàçëè÷íûõ. Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ñðåäè ÷èñåë biâñåãäà íàéäóòñÿ 99 ðàçëè÷íûõ ÷èñåë.Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî a1 < a2 <
< . . . < a100. Ïóñòü di �íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü âñåõ 99èñõîäíûõ ÷èñåë, êðîìå ai; òîãäà bi = ai + di. Ïóñòü dk �íàè-áîëüøåå èç ÷èñåë d1, d2, . . . , d100. Òîãäà ïðè i 6= k ÷èñëà ai äå-ëÿòñÿ íà dk. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè i < j è i 6= k 6= j ðàçíîñòü
aj − ai òàêæå äåëèòñÿ íà dk. Ïîñêîëüêó îíà ïîëîæèòåëüíà,
aj − ai > dk > di. Ïîýòîìó

bj > aj > ai + di = bi,îòêóäà bi 6= bj . Èòàê, ìû óñòàíîâèëè, ÷òî bj 6= bi ïðè i 6= k 6= j.Ñòàëî áûòü, âñå 99 ÷èñåë bi ïðè i 6= k ðàçëè÷íû.Âòîðîå ðåøåíèå. Ïðèâåä¼ì äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî òîãî,÷òî ñðåäè ÷èñåë bi õîòÿ áû 99 ðàçëè÷íûõ. Ìû ñíîâà áóäåì ïîëü-çîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèåì di èç ïðåäûäóùåãî ðåøåíèÿ; òàêæå ìûáóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî a1 < . . . < a100.Îáîçíà÷èì ci = ai+1 − ai. Ïóñòü cℓ �ìèíèìàëüíîå èç ÷èñåë
c1, c2, . . . , c99. Ïîêàæåì, ÷òî åñëè i < j è i 6= ℓ+ 1 6= j, òî ÷èñëà
bi è bj ðàçëè÷íû. Îòñþäà, îïÿòü æå, áóäåò ñëåäîâàòü òðåáóåìîå.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî i < j − 1. Òîãäà i 6 98, è ÷èñëà ai+1è ai+2 äåëÿòñÿ íà di. Çíà÷èò, di 6 ai+2 − ai+1 < aj − ai, îòêóäà

bi = ai + di < ai + (aj − ai) = aj < bj .Ïóñòü òåïåðü j = i + 1. Òîãäà i 6= ℓ + 1 è i 6= ℓ (ïîñêîëüêó
j 6= ℓ + 1). Çíà÷èò, ÷èñëà aℓ è aℓ+1 äåëÿòñÿ íà di. Îòñþäà di 6
6 aℓ+1 − aℓ = cℓ 6 ci, ÷òî âëå÷¼ò çà ñîáîé

bi = ai + di 6 ai + ci = ai+1 = aj < bj .Èòàê, â îáîèõ ñëó÷àÿõ ìû ïîëó÷èëè, ÷òî bi < bj , ÷òî è òðå-áîâàëîñü.9.4. Íà ïëîñêîñòè ïðîâåäåíû n ïðÿìûõ, ñðåäè êîòîðûõ íåò ïàðàë-ëåëüíûõ. Íèêàêèå òðè èç íèõ íå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Äî-êàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ n-çâåííàÿ íåñàìîïåðåñåêàþùàÿ-5



XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâñÿ ëîìàíàÿ A0A1A2 . . . An, ÷òî íà êàæäîé èç n ïðÿìûõ ëåæèòðîâíî ïî îäíîìó çâåíó ýòîé ëîìàíîé. (�îëüêëîð)�åøåíèå. Äîêàæåì áîëåå ñèëüíûé �àêò. Ïóñòü A0 �ïðî-èçâîëüíàÿ òî÷êà íà îäíîé èç äàííûõ ïðÿìûõ, ÷åðåç êîòîðóþ íåïðîõîäèò íè îäíà èç îñòàëüíûõ ïðÿìûõ. Ìû äîêàæåì, ÷òî ñó-ùåñòâóåò òðåáóåìàÿ ëîìàíàÿ, íà÷èíàþùàÿñÿ ñ A0.Èíäóêöèÿ ïî n. Åñëè n = 1, òî ëîìàíàÿ (èç îäíîãî îòðåçêà)ñòðîèòñÿ òðèâèàëüíî. Ïóñòü n > 2, äàííûå ïðÿìûå � ℓ1, . . . , ℓn,è A0 ëåæèò íà ℓn. Ïóñòü A1 � áëèæàéøàÿ ê A0 òî÷êà ïåðåñå-÷åíèÿ ℓn ñ îñòàëüíûìè ïðÿìûìè (åñëè áëèæàéøèõ òî÷åê äâå,âûáåðåì ëþáóþ èç íèõ); ñêàæåì, A1 = ℓn ∩ ℓn−1. Ïî óñëîâèþ,÷åðåç A1 íå ïðîõîäèò äðóãèõ äàííûõ ïðÿìûõ.Âûáðîñèì èç ðàññìîòðåíèÿ ℓn. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóê-öèè, ñóùåñòâóåò íåñàìîïåðåñåêàþùàÿñÿ ëîìàíàÿ A1A2 . . . An,íà÷èíàþùàÿñÿ ñ A1 è ñîäåðæàùàÿ ïî îäíîìó çâåíó íà êàæäîéèç ïðÿìûõ ℓ1, . . . , ℓn−1. Äîêàæåì, ÷òî A0A1 . . . An � òðåáóåìàÿëîìàíàÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïî îäíîìó å¼ çâåíó ëåæèò íà ℓ1, . . . , ℓn;îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî îíà íåñàìîïåðåñåêàþùàÿñÿ. Åñëè ýòî íåòàê, òî îòðåçîê A0A1 ïåðåñåêàåòñÿ ñ êàêèì-òî äðóãèì îòðåçêîìëîìàíîé (îòëè÷íûì îò A1A2), è, çíà÷èò, íà A0A1 åñòü òî÷êà ïå-ðåñå÷åíèÿ ñ îäíîé èç ïðÿìûõ ℓ1, . . . , ℓn−2. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èòâûáîðó òî÷êè A1. Ïåðåõîä èíäóêöèè äîêàçàí.
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