
Заключительный этап, 2015–2016 учебный год. Первый день

на одна клетка, то она не может быть центральной (иначе вторая
клетка той же доминошки также лежала бы в кресте). Значит,
даже если клетка креста вырезана, остаток его как раз и явля-
ется T -тетрамино. В обоих случаях мы добились требуемого.

10 класс
10.1. В Национальной Баскетбольной Ассоциации 30 команд, каждая

из которых проводит за год 82 матча с другими командами в ре-
гулярном чемпионате. Сможет ли руководство Ассоциации разде-
лить команды (не обязательно поровну) на Восточную и Запад-
ную конференции и составить расписание игр так, чтобы матчи
между командами из разных конференций составляли ровно по-
ловину от общего числа матчей? (А. Грибалко)

Ответ. Нет, не сможет.
Решение. Пусть x и y—общее число матчей, сыгранных

внутри Восточной и Западной конференций соответственно, а
z—число матчей между командами разных конференций. Нам
надо доказать, что равенство z = x+ y + z

2
невозможно.

Каждая из k команд Восточной конференции участвует в 82
играх; значит, 82k = 2x + z (коэффициент 2 появился из-за то-
го, что каждый внутренний матч учтён у обеих участвовавших
в нём команд). Отсюда число z = 82k − 2x чётно. Но из под-
счёта общего числа матчей x+ y+ z = 30 · 82

2
следует, что число

x+ y + z
2

= 15 · 41 нечётно. Значит, равенство z = x+ y + z
2

не
может выполняться.

10.2. Диагонали AC и BD вписанного четырехугольника ABCD пе-
ресекаются в точке P . Точка Q выбрана на отрезке BC так,
что PQ ⊥ AC. Докажите, что прямая, проходящая через центры
окружностей, описанных около треугольников APD и BQD, па-
раллельна прямой AD. (А. Кузнецов)

Решение. Выберем на прямой QP точку T такую, что
DT ⊥ DA (см. рис. 3). Поскольку ∠APT = 90◦ = ∠ADT , точки
A, P , D и T лежат на одной окружности. Значит, центр окруж-
ности ω1, описанной около треугольника APD, лежит на сере-
динном перпендикуляре ` к отрезку DT .
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Рис. 3

Так как четырехугольник ABCD
вписан, имеем ∠QBD = ∠PAD. Че-
тырехугольник APDT также впи-
сан, откуда ∠PAD = ∠QTD. Итак,
∠QBD = ∠PAD = ∠QTD; значит,
точки B, Q, D и T лежат на одной
окружности. Поэтому центр окруж-
ности ω2, описанной около треуголь-
ника BQD, также лежит на середин-
ном перпендикуляре ` к отрезку DT .
Таким образом, прямая ` проходит через центры ω1 и ω2. По-
скольку ` ⊥ DT и AD ⊥ DT , получаем ` ‖ AD, что и требова-
лось.

10.3. Дан кубический многочлен f(x). Назовём циклом тройку раз-
личных чисел (a, b, c) таких, что f(a) = b, f(b) = c и f(c) = a.
Известно, что нашлись восемь циклов (ai, bi, ci), i = 1, 2, . . . , 8,
в которых участвуют 24 различных числа. Докажите, что среди
восьми чисел вида ai + bi + ci есть хотя бы три различных.

(А.С. Голованов)
Решение. Предположим противное; тогда у каких-то че-

тырёх циклов (ai, bi, ci) суммы чисел одинаковы и равны некото-
рому s. Для каждого из этих циклов имеем
s = ai + bi + ci = ai + f(ai) + f(f(ai)) =

= bi + f(bi) + f(f(bi)) = ci + f(ci) + f(f(ci)).

Итак, все 12 чисел наших четырёх циклов— корни многочлена
g(x) = x+f(x)+f(f(x))−s. Однако все эти 12 чисел по условию
различны, а степень многочлена g(x) равна 9; значит, у него не
может быть больше 9 различных корней. Противоречие.

10.4. Внутри выпуклого 100-угольника выбрана точка X, не лежащая
ни на одной его стороне или диагонали. Исходно вершины мно-
гоугольника не отмечены. Петя и Вася по очереди отмечают ещё
не отмеченные вершины 100-угольника, причём Петя начинает и
первым ходом отмечает сразу две вершины, а далее каждый сво-
им очередным ходом отмечает по одной вершине. Проигрывает
тот, после чьего хода точка X будет лежать внутри многоуголь-
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ника с отмеченными вершинами. Докажите, что Петя может вы-
играть, как бы ни ходил Вася. (С. Берлов, Ф. Петров)

Решение. Раскрасим стороны 100-угольника в чёрный и бе-
лый цвета так, чтобы любые две соседних стороны имели раз-
ные цвета. Рассмотрим две одноцветных стороны AB и CD, об-
разующие выпуклый четырёхугольник ABCD; пусть его диаго-
нали AC и BD пересекаются в точке K. Предположим, что точ-
ка X лежит в треугольнике KBC (см. рис. 4). Покажем, как
Петя может выиграть в этом случае.

Пусть он выберет первым ходом вершины B и C. После это-
го оба игрока могут выбирать только вершины, лежащие в дру-
гой полуплоскости от прямой BC, нежели точка X. Этих вершин
чётное число, поскольку они разбиваются на пары вершин, обра-
зующих стороны того же цвета, что и AB. Поэтому последний
ход будет за Петей.
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Рис. 4 Рис. 5

Осталось показать, что такие стороны AB и CD найдутся.
Пусть это не так. Рассмотрим любую вершину T . Предположим,
что луч TX пересекает чёрную сторону PQ (см. рис. 5). Пусть
TR—чёрная сторона, выходящая из T ; можно считать, что
TRPQ—выпуклый четырёхугольник. Если точка X лежит внут-
ри треугольника TRQ, то требуемый четырёхугольник RTQP
найден; в противном случае луч RX тоже должен пересекать
отрезок PQ.

Пусть RS— следующая за TR сторона 100-угольника. Если
луч SX пересекает белую сторону, то аналогично доказывается,
что луч RX также должен её пересекать, что не так. Значит,
SX пересекает какую-то чёрную сторону, и можно повторить
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предыдущие рассуждения для вершины S. Рассуждая так и даль-
ше, мы получим, что для каждой чёрной стороны T ′R′ найдётся
чёрная сторона P ′Q′, которую пересекают оба луча T ′X и R′X.
Однако это неверно для чёрной стороны PQ (лучи PX и QX
пересекают участки контура QT и RP соответственно) — проти-
воречие.

11 класс
11.1. В Национальной Баскетбольной Ассоциации 30 команд, каждая

из которых проводит за год 82 матча с другими командами в ре-
гулярном чемпионате. Сможет ли руководство Ассоциации разде-
лить команды (не обязательно поровну) на Восточную и Запад-
ную конференции и составить расписание игр так, чтобы матчи
между командами из разных конференций составляли ровно по-
ловину от общего числа матчей? (А. Грибалко)

Ответ. Нет, не сможет.
Решение. См. решение задачи 10.1.

11.2. В пространстве даны три отрезка A1A2, B1B2 и C1C2, не лежа-
щие в одной плоскости и пересекающиеся в одной точке P . Обо-
значим через Oijk центр сферы, проходящей через точки Ai, Bj ,
Ck и P . Докажите, что прямые O111O222, O112O221, O121O212 и
O211O122 пересекаются в одной точке. (П. Кожевников)
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Рис. 6

Решение. Для любого от-
резка XY серединным перпен-
дикуляром к этому отрезку на-
зовём плоскость, перпендику-
лярную ему и проходящую че-
рез его середину, т. е. геомет-
рическое место точек, равно-
удалённых от X и Y .

Все точки вида O1jk ле-
жат в серединном перпендику-
ляре α1 к отрезку PA1. Анало-
гично, все точки O2jk лежат серединном перпендикуляре α2 к
отрезку PA2; заметим, что α1 ‖ α2.

Аналогично введём плоскости βj — серединные перпендику-
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