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11 êëàññ
11.5. Äàíà áåñêîíå÷íàÿ êëåò÷àòàÿ ïëîñêîñòü. Ó÷èòåëüíèöà è êëàññ èç

30 ó÷åíèêîâ èãðàþò â èãðó, äåëàÿ õîäû ïî î÷åðåäè � ñíà÷àëà

ó÷èòåëüíèöà, çàòåì ïî î÷åðåäè âñå ó÷åíèêè, çàòåì ñíîâà ó÷è-

òåëüíèöà, è ò.ä. Çà îäèí õîä ìîæíî ïîêðàñèòü åäèíè÷íûé îòðå-

çîê, ÿâëÿþùèéñÿ ãðàíèöåé ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè êëåòêàìè.

Äâàæäû êðàñèòü îòðåçêè íåëüçÿ. Ó÷èòåëüíèöà ïîáåæäàåò, åñ-

ëè ïîñëå õîäà îäíîãî èç 31 èãðîêîâ íàéäåòñÿ êëåò÷àòûé ïðÿìî-

óãîëüíèê 1× 2 èëè 2× 1 òàêîé, ÷òî ó íåãî âñÿ ãðàíèöà ïîêðàøå-

íà, à åäèíè÷íûé îòðåçîê âíóòðè íåãî íå ïîêðàøåí. Ñìîãóò ëè

ó÷åíèêè ïîìåøàòü ó÷èòåëüíèöå ïîáåäèòü?

(Ì. Äèäèí, À. Êóçíåöîâ)

Îòâåò. Íå ñìîãóò.

Ðåøåíèå. Ó÷èòåëüíèöà âûáåðåò êâàäðàò K ðàçìåðà 100×
× 100 è áóäåò çàêðàøèâàòü îòðåçêè åãî ãðàíèöû, åñëè ýòî âîç-

ìîæíî. Ïóñòü ïåðåä n-ì å�å õîäîì âñå ýòè îòðåçêè çàêðàøåíû.

Òîãäà n 6 401, ïîñêîëüêó âñåãî íà ãðàíèöå 400 îòðåçêîâ. Ê ýòîìó

ìîìåíòó âñåãî çàêðàøåíî íå áîëåå ÷åì 30 ·400 îòðåçêîâ, ïîýòîìó
õîòÿ áû îäèí îòðåçîê âíóòðè êâàäðàòà K íå çàêðàøåí. Êàæäûì

ñëåäóþùèì õîäîì ó÷èòåëüíèöà áóäåò çàêðàøèâàòü îäèí èç îò-

ðåçêîâ âíóòðè K. Ñïóñòÿ íåñêîëüêî õîäîâ âñå îòðåçêè âíóòðè K
áóäóò çàêðàøåíû. Òîãäà ïåðåä õîäîì èãðîêà, êîòîðûé çàêðàñèò

ïîñëåäíèé èç òàêèõ îòðåçêîâ, íàéäåòñÿ èñêîìûé ïðÿìîóãîëüíèê

1× 2, è ó÷èòåëüíèöà ïîáåäèò.

11.6. Â òåòðàýäðå SABC äëèíû âñåõ øåñòè ð�åáåð ðàçëè÷íû. Òî÷êà

A′ â ïëîñêîñòè SBC ñèììåòðè÷íà òî÷êå S îòíîñèòåëüíî ñåðå-

äèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà ê îòðåçêó BC. Òî÷êà B′ â ïëîñêîñòè

SAC è òî÷êà C ′ â ïëîñêîñòè SAB îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Äîêàæèòå, ÷òî ïëîñêîñòè AB′C ′, A′BC ′, A′B′C è ABC èìåþò

îáùóþ òî÷êó. (À. Êóçíåöîâ)

Ðåøåíèå. Áóäåì îáîçíà÷àòü (XY Z) îêðóæíîñòü, îïèñàí-

íóþ îêîëî òðåóãîëüíèêà XY Z. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ω îïèñàííóþ

ñôåðó òåòðàýäðà SABC. Îíà ïåðåñåêàåò ïëîñêîñòü SAB ïî

îêðóæíîñòè (SAB). Òî÷êà C ′ ëåæèò íà îêðóæíîñòè (SAB), à
ïîòîìó è íà ñôåðå ω. Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

òî÷êè A′ è B′ ëåæàò íà ñôåðå ω. Òîãäà òî÷êè S,A′, B′, C ′ ëåæàò
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íà îêðóæíîñòè, ïî êîòîðîé ñôåðà ω ïåðåñåêàåò ïëîñêîñòü, ïðî-

õîäÿùóþ ÷åðåç B ïàðàëëåëüíî ïëîñêîñòè ABC. Íå óìàëÿÿ îáù-
íîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îíè ëåæàò íà îêðóæíîñòè èìåííî â

òàêîì ïîðÿäêå, òî åñòü ÷åòûðåõóãîëüíèê SA′B′C ′ � âïèñàííûé.

A

B

C

S

A′ B′

C ′

T

S

X Y

A′

B′

C ′

Ðèñ. 5 Ðèñ. 6

Îòìåòèì íà ëó÷å A′S òî÷êó X, à íà ëó÷å B′C ′ � òî÷êó Y
òàê, ÷òî A′C ′ ‖ SY è SB′ ‖ C ′X. Òîãäà ∠XC ′Y = ∠SB′C ′ =
= ∠SA′C ′ = ∠XSY , ïîýòîìó ÷åòûðåõóãîëüíèê XSC ′Y òî-

æå âïèñàííûé. Ñëåäîâàòåëüíî, ∠C ′Y X = ∠A′SC ′ = 180◦ −
− ∠A′B′C ′, ïîýòîìó A′B′ ‖ XY . Çàìåòèì, ÷òî SC ′ ‖ AB,
SX ‖ BC è XC ′ ‖ SB′ ‖ AC.

Òàêèì îáðàçîì, ñòîðîíû òðåóãîëüíèêîâABC è C ′SX ïîïàð-

íî ïàðàëëåëüíû. Êðîìå òîãî, îíè ëåæàò â ïàðàëëåëüíûõ ïëîñ-

êîñòÿõ. Çíà÷èò, åñëè ïàðàëëåëüíî ïåðåíåñòè òðåóãîëüíèê C ′SX
òàê, ÷òîáû âåðøèíà C ′ ïîïàëà â òî÷êó A, òî ïîëó÷åííûé òðå-

óãîëüíèê áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò òðåóãîëüíèêà ABC ãîìîòåòèåé, à

ñàìè òðåóãîëüíèêè ABC è C ′SX � ïîäîáíû. Ïðè óïîìÿíóòûõ

âûøå ïðåîáðàçîâàíèÿõ òî÷êà Y ïåðåéäåò â òî÷êó T íà îêðóæ-

íîñòè (ABC), ïðè÷åì TA ‖ Y C ′, TB ‖ Y S è TC ‖ Y X. À òîãäà

TA ‖ B′C ′, è òî÷êà T ëåæèò â ïëîñêîñòè AB′C ′; àíàëîãè÷íî äëÿ
ïëîñêîñòåé BA′C ′ è CA′B′. À â ïëîñêîñòè ABC îíà ëåæèò ïî

ïîñòðîåíèþ, ïîýòîìó ýòè 4 ïëîñêîñòè èìåþò îáùóþ òî÷êó.

Çàìå÷àíèå. Ïîñëå òîãî, êàê ìû äîêàçàëè, ÷òî òî÷êè

A′, B′, C ′ ëåæàò íà îïèñàííîé ñôåðå òåòðàýäðà, ìîæíî çàêîí-
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÷èòü ðåøåíèå èíâåðñèåé ñ öåíòðîì â òî÷êå S (ñ ðàäèóñîì 1).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A∗, B∗ è C∗ îáðàçû òî÷åê A, B è C. Îáðàç
A′∗ òî÷êè A′ � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíîé ê îêðóæíîñòè

SB∗C∗ â òî÷êå S c ïðÿìîé B∗C∗, àíàëîãè÷íîå âåðíî äëÿ òî÷åê
B′∗ è C ′∗. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòè òðè òî÷êè ëåæàò íà

îäíîé ïðÿìîé, îáîçíà÷èì åå `. Òîãäà îêðóæíîñòè (A′∗B′∗C∗),
(A′∗B∗C ′∗), (A∗B′∗C ′∗) è (A∗B∗C∗) ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó òî÷êó

� òî÷êó Ìèêåëÿ M ÷åòûðåõñòîðîííèêà, îáðàçîâàííîãî ïðÿìû-

ìè A∗B∗, B∗C∗, C∗A∗ è `. À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïëîñêîñòè A1B1C,
AB1C1, A1BC1 è ABC ïðîõîäÿò ÷åðåç ïðîîáðàç M .

11.7. Íàéäèòå âñå ïåðåñòàíîâêè (a1, a2, . . . , a2021) ÷èñåë 1, 2, . . . , 2021
òàêèå, ÷òî ïðè ëþáûõ íàòóðàëüíûõ m,n, óäîâëåòâîðÿþùèõ

óñëîâèþ |m− n| > 2021, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:
2021∑
i=1

ÍÎÄ(m+ i, n+ ai) < 2|m− n|.

(Ïåðåñòàíîâêà (a1, a2, . . . , a2021) � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, â

êîòîðîé êàæäîå èç ÷èñåë 1, 2, . . . , 2021 âñòðå÷àåòñÿ ðîâíî ïî îä-

íîìó ðàçó.) (Ï. Êîçëîâ)

Îòâåò. Òîæäåñòâåííàÿ ïåðåñòàíîâêà, òî åñòü ai = i.
Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ïåðåñòàíîâêó (a1, a2, . . . , a2021), äëÿ

êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå çàäà÷è. Îáîçíà÷èì di = i − ai.
Î÷åâèäíî, ÷òî ñóììà âñåõ ÷èñåë di ðàâíà íóëþ. Ïóñòü íå âñå

di ðàâíû 0, â òàêîì ñëó÷àå ñóùåñòâóþò èíäåêñû j, k òàêèå, ÷òî

dj < 0, dk > 0. Âîçüì�åì r = 2021(dk−dj)−dj +1, òîãäà ÍÎÄ(r+
+ dj , r + dk) = ÍÎÄ(r + dj , dk − dj) = 1. Ïî êèòàéñêîé òåîðåìå

îá îñòàòêàõ ñóùåñòâóåò öåëîå m > r òàêîå, ÷òî m + j êðàòíî

r+dj è m+k êðàòíî r+dk. Òîãäà äëÿ ïàðû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

(m,n) = (m,m− r), âî-ïåðâûõ, âûïîëíÿåòñÿ |m− n| = r > 2021,
à âî-âòîðûõ, âåðíî íåðàâåíñòâî
2021∑
i=1

ÍÎÄ(m+ i, n+ ai) >

> ÍÎÄ(m+ j, n+ aj) + ÍÎÄ(m+ k, n+ ak) + 2019 =

= ÍÎÄ(m+ j,−r − dj) + ÍÎÄ(m+ k,−r − dk) + 2019 =

= (r + dj) + (r + dk) + 2019 = 2r + dj + dk + 2019 >

15



XLVII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ

> 2r − 2020 + 1 + 2019 = 2r = 2|m− n|,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ïåðåñòàíîâêè. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå di
ðàâíû 0, è ïåðåñòàíîâêà (a1, a2, . . . , a2021) ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåí-
íîé, òî åñòü ai = i.

Ëåììà. Ïóñòü íàòóðàëüíûå A, ` > 2 óäîâëåòâîðÿþò íåðà-

âåíñòâó A > `3. Îáîçíà÷èì çà S(n) ñóììó
∑l

i=1ÍÎÄ(A,n+ i).
Òîãäà S(n) < 2A äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå è îáîçíà÷èì çà

M ìàêñèìóì èç ÷èñåë âèäà ÍÎÄ(A,n+ i), i ∈ [1, `], ïðè÷�åìM =
= ÍÎÄ(A,n + i0). Òîãäà 2A/` 6 M 6 A, à ïðè i 6= i0 âåðíà

ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà íåðàâåíñòâ:

ÍÎÄ(A,n+ i) ·ÍÎÄ(A,n+ i0) 6 A ·ÍÎÄ(n+ i, n+ i0) 6

6 A|i− i0| < A`,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî S(n) < M + (`− 1) · A`
M
. Íà îòðåçêå [2A/`;A]

ôóíêöèÿ f(x) = x +
A(`− 1)`

x
äîñòèãàåò ìàêñèìóìà â îäíîì èç

åãî êîíöîâ, ïîýòîìó

S(n) < max{f(2A/`), f(A)} =

= max{2A/`+ `2(`− 1)/2, A+ `(`− 1)} 6
6 max{A+ `2(`− 1)/2, A+ `(`− 1)} < 2A,

òàê êàê ` > 2 è A > `3, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íàøåìó ïðåäïîëîæå-

íèþ. �
Òîò ôàêò, ÷òî òîæäåñòâåííàÿ ïåðåñòàíîâêà ïîäõîäèò ïîä

óñëîâèå çàäà÷è, ñëåäóåò èç ëåììû ñ A = |m − n|, ` = 2021 è

èç ðàâåíñòâà ÍÎÄ(m+ i, n+ i) = ÍÎÄ(m− n, n+ i).
11.8. Ó êàæäîé èç 100 äåâî÷åê åñòü ïî 100 øàðèêîâ; ñðåäè ýòèõ 10000

øàðèêîâ åñòü ïî 100 øàðèêîâ 100 ðàçëè÷íûõ öâåòîâ. Äâå äåâî÷-

êè ìîãóò îáìåíÿòüñÿ, ïåðåäàâ äðóã äðóãó ïî øàðèêó. Îíè õîòÿò

äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû ó êàæäîé äåâî÷êè áûëî ïî 100 ðàçíîöâåò-

íûõ øàðèêîâ. Äîêàæèòå, ÷òî îíè ìîãóò äîáèòüñÿ ýòîãî òàêîé

ñåðèåé îáìåíîâ, ÷òîáû ëþáîé øàðèê ó÷àñòâîâàë íå áîëåå ÷åì â

îäíîì îáìåíå. (È. Áîãäàíîâ, Ô. Ïåòðîâ)

Ðåøåíèå. Ëåììà. Ïóñòü k � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, è ó

êàæäîé èç ñòà äåâî÷åê èìååòñÿ k øàðèêîâ, ïðè÷�åì âñåãî ó íèõ

åñòü ïî k øàðèêîâ êàæäîãî èç 100 öâåòîâ. Òîãäà äåâî÷êè ìî-
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ãóò âûáðàòü êàæäàÿ ïî îäíîìó èç ñâîèõ øàðèêîâ òàê, ÷òîáû

âñå 100 øàðèêîâ áûëè ðàçíûõ öâåòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äåâî÷êà äðóæèò ñ

öâåòîì, åñëè ó íå�å åñòü øàðèê ýòîãî öâåòà. Çàìåòèì, ÷òî ëþ-

áûå m = 1, 2, . . . , 100 äåâî÷åê äðóæàò â ñîâîêóïíîñòè õîòÿ áû ñ

m öâåòàìè (èíûìè ñëîâàìè, èìåþò øàðèêè õîòÿ áû m ðàçëè÷-

íûõ öâåòîâ): èíà÷å ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå ñðåäè èõ km øàðèêîâ

êàêîãî-òî öâåòà áûëî áû áîëåå k øàðèêîâ. Òîãäà ïî ëåììå Õîë-
ëà ìîæíî ñîïîñòàâèòü êàæäîé äåâî÷êå äðóæåñòâåííûé åé öâåò

òàê, ÷òîáû âñå ñîïîñòàâëåííûå öâåòà áûëè ðàçëè÷íû � à ýòî

íàì è íóæíî. �
Ïóñòü òåïåðü äåâî÷êè ïðèäóò íà êâàäðàòíîå ïîëå 100× 100

(äëÿ èãðû â áîëüøèå êëàññèêè), è êàæäàÿ äåâî÷êà âûäåëèò ñåáå

ñâîé ñòîëáåö, ÷òîáû ðàçëîæèòü â í�åì ñâîè øàðèêè � ïî îäíîìó

íà ïîëå. Ñíà÷àëà îíè âîñïîëüçóþòñÿ ëåììîé ïðè k = 100, íàé-
äóò ó ñåáÿ ïî øàðèêó òàê ÷òîáû òå áûëè ðàçíîãî öâåòà, è âû-

ëîæàò èõ â ïåðâîé ñòðîêå. Çàòåì, ïðèìåíÿÿ ëåììó ïðè k = 99
(ê åù�å íå âûëîæåííûì øàðèêàì), îíè íàéäóò ïî øàðèêó òàê

÷òîáû òå áûëè ðàçíîãî öâåòà è âûëîæàò èõ âî âòîðîé ñòðîêå. è

òàê äàëåå. Â ðåçóëüòàòå â êàæäîé ñòðîêå îêàçûâàþòñÿ øàðèêè

ðàçíûõ öâåòîâ, à â êàæäîì ñòîëáöå âûëîæåíû øàðèêè ñîîòâåò-

ñòâóþùåé åìó äåâî÷êè. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ñèììåòðèÿ îò-

íîñèòåëüíî äèàãîíàëè ýòîãî ïîëÿ ïðèâîäèò ê òîìó ÷òî â êàæäîì

ñòîëáöå ëåæàò øàðèêè ðàçíîãî öâåòà, è ýòà ñèììåòðèÿ ñîîòâåò-

ñòâóåò 4950 ðàçðåø�åííûì îáìåíàì.
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а) Если в решении используются обычные углы и не разобраны случаи
расположения, а введение направленных углов решает эту проблему — баллы
не снимаются.
б) Если используется теорема Чевы в синусной форме и нет утверждения о
правильном расположении прямых относительно вершин треугольника,
снимается 1 балл.
в) За доказательство вписанности четырёхугольника SA'B'C' (или его проекции
на плоскость ABC) — 1 балл.
г) За доказательство того, что прямые пересечения плоскостей AB'C' и ABC
параллельны прямым B'C' — 1 балл.
д) За доказательство того, что точки S, A', B', C' лежат в одной плокости,
параллельной плоскости ABC — 0 баллов.
е) За сведение задачи к следующему факту: если даны два треугольника ABC и
A'B'C' и прямые, параллельные прямым A'B', B'C', C'A', проходящие через точки
C, A, B, соответственно, пересекаются в одной точке, то и прямые,
параллельные прямым AB, BC, CA, проходящие через точки C', A', B',
соответственно, тоже пересекаются в одной точке, — 2 балла.
ж) Любой недоведённый счёт — 0 баллов.

Задача 7.
a) Доказано, что никакая перестановка, кроме тождественной, не подходит — 3

балла
b) Доказано, что тождественная перестановка подходит — 3 балла
c) В части, доказывающей что подходит только тождественная перестановка,

получено неравенство 2|m-n|-const для некоторой положительной константы —
2 балла (не суммируется с (a))

d) При применении КТО не объяснено, что модули взаимно просты - штраф 1 балл

Задача 8.
а) Нет решения — 0 баллов.
б) Организован процесс последовательного обмена шариками (без

доказательства, что он дойдёт до конца) — 0 баллов.
в) Организован обмен при помощи циклов — 0 баллов.
г) Рассмотрен любой частный случай, в котором шарики располагаются в

таблице 100 на 100 и обмениваются шарики, симметричные относительно диагонали
— 1 балл.

д) Лемма из официального решения сформулирована, но не доказана — 1
балл.

е) Лемма из официального решения сформулирована и доказана — 2 балла.

Задача 5
а) Сформулирована и доказана лемма, что если в какой-то момент
появился целиком закрашенный замкнутый контур, внутри которого еще не все
ребра покрашены — то Учительница выиграла (внимание! никакие частные
случаи этого утверждения, например: для полосок, для уголков и т.д. не
подходят под этот критерий) -- 3 балла.
б) Доказано, что Учительница может добиться того, что будет полностью
закрашен замкнутый контур, внутри которого еще не все ребра покрашены
(без указания, что делать дальше) -- 2 балла (не суммируется с (a)).

Задача 6
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